Curso de Mecanica Celeste

Leccidon nro 2 (primera parte)

Unidad nro 2

Problema de dos cuerpos

Los movimientos, de un planeta alrededor del Sol, de la Luna alrededor de la Tierra, de la
componente de una estrella binaria alrededor de la otra, pueden estudiarse suponiendo
que los dos cuerpos se atraen a acuerdo a la ley de Newton y estan aislados de la
influencia gravitacional de todos los otros cuerpos.

Sean los cuerpos P, de masa m; y P, de masa m, considerados como particulas. El
problema consiste en deducir la trayectoria de P, relativa a P.

Si se toma un sistema no rotante de coordenadas cartesianas ortogonales con origen en Py
y con respecto a dicho sistema las coordenadas de P, son (X, Y, z), fig.5, las ecuaciones
de movimiento de P, relativo a P; resultan:
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Pl o QL Jy=-2

Fig. 5
en las cuales p = G(mz+m,)

Es un problema de sexto orden ya que se trata de un sistema de tres ecuaciones de
segundo orden.

Ley de las areas :

Multiplicando la primera de las ecuaciones por -y, la segunda por x y sumando se
obtiene:

xy—yxéo



la integral de esta ecuacion es :

xy-yx=C (2)

de manera analoga se obtiene:

z-7y=A
y y @)

ZX—Xz=B

(3)

A, B, C son constantes de integracion y los primeros miembros de estas tres Gltimas
expresiones son, como hemos vistos, las proyecciones del doble de la velocidad areal
sobre los planos (xy), (yz) y (zx).

Plano de la orbita :

Las coordenadas de P, satisfacen la ecuacion de un plano que pasa por el origen 0 sea
por P;.

En efecto, multiplicando las ecuaciones (2) (3) (4) respectivamente por z, X, y Yy
sumandolas se obtiene la ecuacién de dicho plano :

Ax+ By + Cz=0(5)
Si P;1K (fig.6) es la normal al plano de la 6rbita , los cosenos directores de dicha normal,

son de acuerdo a (5) , proporcionales a A, B, C.
Se h el doble del area barrida por el radio-vector en el plano de la 6rbita o sea:

h=r2¢9

Fig. 6

Las proyecciones del radio vector P3P, sobre los tres planos coordenados barreran areas
dadas por (2) (3) (4), luego se tiene :



Xy—yXx =hcos KZ
yz—zy = hcos KX
zX—xz =hcosKY

El arco KZ es el angulo que forma las normales al plano de la orbita y al plano (xy), si i
es la inclinacion del plano la drbita con respecto al (xy) sera:

cos KZ=cosi
Si ademas en el triangulo esférico KXN : el arco XN = Q longitud del nodo:

cos KX =senQseni

y en el tridngulo KYN:

cos KY =-cosQseni

Nota: KZ, KX, KY son arcos.
tendremos entonces :
A=hsenQseni
B=hcosQseni

C=hcosi

de donde

h?=A?+B*+C?

0 sea h es constante y se cumple la segunda Ley de Kepler.
Ademas , tg Q =- A/B

(A% +B?)

tgi=
y W c

Q : longitud del nodo
i :inclinacién de la orbita

Estos fijan la posicion del plano de la érbita con respecto al sistema de coordenadas.
Longitud del nodo e inclinacion se refiere a un sistema de coordenadas cuyo plano (xy)
coincida con la ecliptica y x apunta al equinoccio y.



Ecuaciones de movimiento en el plano de la 6rbita

Tomando un sistema de coordenadas rectangulares con origen P; y eje P1IN y P1M en el
plano de la orbita, si P;N es la direccion al nodo y las coordenadas de P, son (xy) las
ecuaciones de movimiento en el plano son:

X=—-
r3
y=-*3

ya que z =0y el problema se ha reducido entonces al cuarto orden.
Estas ecuaciones pueden escribirse :

Como x/r , y/r , son los cosenos directores de la direccién P; P, con
respecto a los ejes coordenados las ecuaciones indican que el cuerpo
P, esta sujeto a una atraccién mou/r® en la direccién P;P, . Luego la
aceleracion radial es A, = -p/r’ y la tangencial A;= 0
Si la aceleracion se expresa en coordenadas polares :

A, =r-rg? =—~
"

1d,,
A =——(r6)=0
t 2dt( )
integrando esta Ultima :

r20=h Ley de las areas.

NOTA: Los dos puntos sobre una letra significa derivada segunda y un punto derivada
primera.
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