Curso de Mecanica Celeste

L_eccidn nro 3 (tercera parte de la unidad 2)




Zlepentos de la érbita elipticas
Seis son Tas constantes gue se obtisnen al integrar s1 zistema de ecuaciones
nlanteado:

. longitud del nodo

41 Anc'inacidn de Ta drbits

W argumento de? perihe’ie

a semieje de 'a orbita

& excentricidad

#a1ta obtener T &poca de pasaje por e' perihe’io.

Movimento de un sstro en uns drbita eriptica:

Con respecto a un sistema de o j=3 coordengdos que coinecids con Teg sjes de Ta
eTlipss, 1as scuaciones paraméiricas de Ta elipse son (Fig. 2 - II)s
X = B QOB 4
¥=1h gan u
fn 1a evipss v = EP a8 1a anomalis verdsdera angulo que forma &1 radio veotor
ST = r con 'a dirsccidn al perihelic.
La ordenada de T ocorta al cfreulo de radic g en sl punto T, el dngule [
T.ﬁ? =u es 1a snoms’is exeénirica.
84 & ea 1a excentrioidad # -T‘; tuege 03 = ¢ & @ ©
Fn e triangule TT'S :
ST . rCOE V = T-3 8 « & (COBU =8)
e s8N vV =¥ =D 860 U= smﬁnn u
reaulta entoncea:
*«da (1= coau )
cos U =8

COB ¥V =
1 =& cos 4

1 = 8 BEn 1

B8l T =
1 —8 coa U

de "a ra'ncion

1 =008 ¥ g ¥
= % =
T + cos v & 2
ge dedusce:
¥ 1 + & u

wp T 1=’ e

il

Epussidn ds Kapler:

r = a{l - 8. cos )

derivandot e neaenu o (1)

Te 1a ecuacldn de 'a drbita:
a(1 - &)

r--d
1 48 coa w



it

derivandos

r _ samyv
T2 a1 -
Y como h.riir-nug'd‘l _'}"_‘ |:"E|;rd:l‘li i.r-an}
. a8 gaan v
T =
- a

sustituyendo en sata sxpresidn o' valor de sen v:

|||i-.-.-l Ben u
aan Vv =

1 =8o08w

1e (1) ¥ (2):
I a e S&n U

a® 0En UT = _
1T =8 coB 1

W —eablu}r'.l-n

integrandos

u-esenu=n%+0
3L u « 0 e t =T época de pasaje por el parihelioc
Tusgo 84 € « — n T 'a scuacién resulta:

u-—esena=n (t-T

u-asenu=H
%n 'a eouscién de Kepler n(t - T) =« M sa "a snomalfa medin del planets es decir
oz o1 va'er de ‘a anomalis sl se considers que &) movimiento es uniforms.
Solucidn de 'a ecugcidn de Eep'or:
31 -cacribimoa 'a ecuacidén en ‘s forma

B eM+s senu

sonccemos & y M debemos calcular u. I8 una acuanidn trascendente puss 'a incog-
nits figura como argumento de Ta funcidn seno.
Aplicanio un método ikerativo se tleno:

1.".1-'

ua-..-tfﬂinﬂ

'u}-lel-nln (M + a sen M)

u3.1+iuinﬂﬂn3 {e sem M) + @ cos M sen (e sen ¥)

Como para 'a mayoria de Yos planetas & sa un valor pequefic. por ejemplo pars &
irtite terpestre s « 0,01673 pusds hacerse eniondoea.

cos (e sen M) = |

pen (e seon M) = & sen M

¥ resu'ta como valor aproximado de us



: 2
well+agenM+ e sanMcos M

i)
u..l-l+uunI+E -EamEH

Qiro mitodo:

Diferencianis 1a ecuscidn u - & sen u = M
se obtiens (1 - & cos wlduy « 4 M

1ue go & e A
1 = 8 coB U

paras los incrementos =8 cumple:

H-X
'ﬁuulu-ﬂ-u i e

Q
1 = o8
& coa 4

Fata férmu'a se apTica a partir de un valor aproximado u_, para el cual! Ta eoui—
gidn de Espler das

¥ -1 =@ B8R U
o o o

Dht&nid.u.-ﬂu¢ e obtiene u, = U A u ¥ M, reso'viendo a peuasicn de Kepler.

una segunds gorreccidn Bard:

L - =By

1 — & cos U,

Se pepite este procedimiento hasta obfener u con 1a preciaslon deseada.

Teloeidad de 1anetn an s5u orkitar

?2-;124-%2
X « nloos u-e) Tuege X = — & Ben u

‘I.aLIIT-aE'amu T..nl,J'I-BEL'lnuu;L

V2= a2 menZ u u° + a2 {1 - o%) coe? u &?
V2. &2 (1 - o2 cos? u) u?
s 7a scuscidon de Kepler:

(1 =8 cog u)u=n

faogo 12 » a2 2 LE®S8B A [0 (1 g o0s u)
T -8 cos u T

v como T = a1 - & 0os u)

La welocidad pueds tambdén deducirse, en @ caso geners] de Tas scuaciones d"'l

problems de dod cuerposi



¥u'tip'icando 'a primera sor X, *a segunda por ¥ y sumandot

XA +YT oo 25 (HievY)

pero 12 412 o p?
‘Il.ugn-Eii-rEI'i-Er:.'

suatituyerdo en 'a primera relacidn:

rd
Ei+?i--££‘
2

“ L
integrando X2 + 2 Y gt i
2 T

2 M
v-"l.r—

+C TIntegral de "as fuerzas Vivas.

Ls conatante de integracién puede ser evalusla imponisndo 'a condicidn en e 7 -
riastro!
2 :
rT=q ¥ o= e v]
n &' perisstro el vector velocidad ea perpendicu’ar a' radio veotor, Tuego rs0

y oomo én coordenadas po’ared:

‘I'z-i-z-b{r;}z

. (r o )°
De "a mouacion polar de 7&8 griita
2
§ 1
L
2
G g Mo v (1ey da Tas dreass)
?2 %P
T
t!-P .
N T
2 =1
el s f;_ -_é‘.xi‘.i.'[.“.é__}'

q 4 q

en 1a cua? P « q (1 + e)

o 2ele =)

q

Ortita e'ipticat g = a(? - &) 8L ay0



o L Aele=1)

a (1 =8)

2 Lo

firbita parabolica: & = 1 g— =
0 =B
Orbita hiperbélioa: a0 bl

g =21 =)

Jefe = 1)
G el e s 20

La intsgral de “"as fuerzas vivas recibe &7 nombre también de integra’ de 'a B-
nergia purd =1%a expresa a conservacion de 'a ensrgia de) sistema y C ea 'a
conatante de 'a energfa., La constante [ ses negativa para la e7ipse, cero pg

ra 'a paraba’a ¥ positiva para 'a hipdrbel a.

De Ta integrs® de ‘& asnergia:z

¥ ke

T

se deduce que &1 sje mayor de 'a odnica depsnde de 'a velooidad inicia? y de la
distanoia rs

54 VE{—Eé ﬂﬂi E{u' ﬂlipﬂ-.
r

?E}.%ﬁ 0. 0 parabola
2 2N

v T G »0 hiperbela

4 75 velgeidad paraboiica V‘? - %‘r’i‘ ae 1a 1lama tazbién velocidad de eocaps.

Poaicion de un astre en Ta orbita & partir de Tos &lamsntos.

Qrbita alipticas

51 o conocen Tof elcmentoa de Ta ortdtai

J- 1L W
a s T
para situar a' astrc em Va orbits deben oa'oufsrse r (redio vegtor) y v (amoma-
{a verdadaral,
Se resuelve primero 'a ecuacidon de Kepler:
U=-mseenu=0flt-=T)

en ‘a ounl V& incognita o8 U ya qué B8 conocen 11 B ¥n -}‘3}'2



Cploulaie u o6 obtisne v por la farmu’a:

SR EETS
¥ £ de 'a expresidn: ¢ = a (1 = & cos ul.
Orbita glicas  (Fig 3-II)

En wate caso p = 2 q g8 = |
2q
= mm = q BB

por ‘ey de las Areas!

2vonaf e - Ukzq
Tusgo qzatﬂdvd?-m d t

z
2 X A !.f 2;
s 1 - - —
ssc 5 (1 + tg 2 Ydw 3/2 d %
q
integrando
t!g- s R "E % [

¥ 1 3
2 3 Fﬂ’%_ (t = T)

dends T ea ta época de pspals por e perihalio.

Repolviendo la ecuacidén se obitiena ¥ ¥ 'uego r.

Urbita hipepbotical

En Tugar de deduoir’a directamente s obitsndremos partiemio ds Ta correspondiente
a 'a alipes,

Congideranic en Ta eouscidn de Ta e1ipas.

—_—

al somieje b como imaginario =bl se obtlens a ecuscidon de 'a hipérbolar

2 2
=%
- -
luege en 'as scuasiones paramétricas %= anoosu

T = bhesn w
pan u debe ser imaginario pars gue I 28 conserve real.

Introduciendo funcionea hiperbolicas

H«in
ah =4 8senu

cbh H = coaun



feomylasande on a8 sorrespondientes férmulas de! movimiento elfptico me ebile-

w @ % H
LS 'U S

¥ en Tugsr d& g scuacidn de Keplert

s o hH -H « v-’z £ =1
a2

nal

Galouo de efsmérides

Canoeidos. Tos =* m nios orblta’as se cu'ouTan Yaa coordensdas eouatoria’es
ybao utad of j pars cposaa . Yo e G0
en (Fig. 4=-11) una éreita u iptiea descripta por un plansta Pen torno al 567,
Vi eooptenndas del plansta an el plofio des T Gridias con respecko a un Blastama

de ocoordenadan con origen en 8! foco 3 ¥ ejes S 1 ¥ 5 B, siendo A 8" peribelio

Mot
i, = aloos u - 8)

) Y = beenu
]
g reouelve primere la scuacidn de Kepler y se delsrmina uy, pusden calcularse
T
sntonoces “u' n}r
81 AT (Fig. 5-IT) 88 un sistema de coordenadas eclipbicas o sea XY colnoide con

1a egtiptica y X a8 1a direcoidn a' punto \-amn":{', T poonlenadas weliptican

da P (X 5 Z) eatin dadas por:

E.‘I1| .!.1‘:"+"I2‘j‘.‘I=|I

(23} T.'ur_.Kn-PI:JEYD

2= N‘.“+r1¢j‘.i.'\{_I

T
Bianto Ty monid gl gam, nE} 1pg cossnos directar.e de 3A ¥ S8 cun reapests s

4 1
) A A A
Da 1Tos triangules saféricos AXN, ATN y AZK se obfiens:
_"-l"

1, = coB Y w ooadtoos W = sen{lsen W con i

{3) mT = Cog E - Ban il cos W 4 cosfbeen W oas 1

o
n, = cos AZ = sen W sen i



1, = cnnE = - cosfleen W - senfloon W cos i
(a3 m, = CO8 BY = — penflasn W + cosfl cos W cos 1
n, = nog BE = com W men i
Resmplazardo (1) (3) ¥ (4) en (2) ss obtisnen las coordenadas sclipticas heliccén
tricas (XYZ).
34 £ en 'a oblicuidad de 'a eoliptica (Fig. 6-I1) me puede pasar por una rola-
cidn en tormo a1 eje X en un dnguwlo £ , a las cogrdensdas ecustoriales hel iooen-

tricas de P, (X, ¥, 31}!t

1.1-1
Y, - Y ooe£ - Z am E

Z, = ¥ asn £ + % cos &

Gombinande 'om resu’ tados anteriores pueden obtenerse sstas ultimas coordenadas

da 'n siguients manorai

I,.aPInnuudﬁhQ’nnu-auPI

‘I,.a?aruuautbﬂy aan “"‘"'P,

Boow EP nnuuvfh':tstanu-a&PE

1 2
en lan cuslesn
P:'T1 Q=-12 .
F;-'”'rq“'é'n‘l umf: Q,F'm.zunuéa-uﬂmni
Pa.m1urn£+nrunaﬁ Qx-nzaanfrn?t:mff.

| pasaje & coordenadan geccéniricas se afactia sumande A las coordenadas helio-
pévtripas Tas coordenndas ecuatoriales gegoentricas de’ Sel: TIZ gue figuran tg

tuladas 4fa por dia en Tas efemérides (Traslacidn del origm a la Tierra)s

61'11*]:
?E.:-:.r.,+'f

F..-i.lw-:ﬁ

de las forem’sas

ge obilene
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