Capit s ITT: Problems pestringido de Trea ousrpos

l?

5. Tres ouerpos, aleladon an el nnpngi_o, se gtraen de ascuerdo a la ley de Newkon-
o] problema quo se plantea eo de orden 18, Bn efecto [Ver Apéndioe I) un problema [
genaral de n cuerpos es de orden Gn J en sate caso n « 3. Ademan existen, en
81 problema general, 10 integrales de movimiento que reducen o1 ordem del sistema.
Quoda por lo tanto un problemm de cotave orden no rescluble matematiommente en for-
ma genaral.

Lg primera sclucion particu’ar del probloma de Tres cuerpos fus g memoria ds
Logrange "Fpsal eur le probleme des Trois corpa™ presentada a Ta Academia de Faris
on 1772,

Lagrange reduce el problema a 7° orden y encuentrs que pueden integrarse las /
souscionss cuando 1a rasdn de Tas distancias mutusns de los cuerpos as conatante,

Jacobl en forma independiente también reduce el problems a 7% orden introduciep
do un sistema de coordenndns rotante (einodicc) de maners que las masas Tinitas e
sulten fljas con respscto & dicko sistemm.

H111 encuentra solucicnes pericdicas en ou desarrcllo de la leoria de la Luna,

Poinoaréd en una memoris premisda por &1 rey Osoar de Buscia desusstra la exister
oia de soluciones pericdloas para oiortop conjJuntos de condiclones iniciales; mar-=
cando con sus metodos una mueva einpm en 8l desarroilo de 1a Mecanica Celeats,

81 en un problems de n ouerpos una de "us masas ae desprecia el problema rec’
be &1 nombre de restringido. For lo tantc so 1lamarsd problema restringido de Tres
cusTpos al oaBd wr gue un cuerpo de masa despreclalle en atraido por dos ousrpos di
masas ooncaidan, Variae son Tap splloacionss de7 problems restringido de Tres cuar
PoOEs

For sjemplo en ol caso de 5ol — Tierra - luna cuyas masas son: m, - 300,000
e i m - 0.0 . La pasa de la Lung puede despreciarse sn tna primera aprr
macidn fronte & la de Ta Tierra y la del Sol,

Los problemas ds Mesanion Espacial siempre pertenscen a Ta oategoria de probie-
man restringldos puesto que el wehiouls espaoial no afecta las orbites de los cusp
pou cmispten, Tierra - luna — nave espacia’ constituyen otro ejemplo del problems)

reptringido de Trea cuerpoa,

Bouacignes de movimiento:r Consideraremon ®)i camo de un cusrpe infinitesimal (masa/
despreciable) que oe atrafde prr dos cusrpos finitos que @e¢ musven en oiroulos alre
dedor de mu centro dé main.

Ln unided de mass g8 elige de mods tal sus Ta sunn de Tas masas de los dos cuer—
poa finitca aea 1ual & uno, ez deolr sl una mnen es }b In otra e 1 =4 spiendo

e b . Lp unided ds dlojancia eo la distsnois entre oo dos ousrpos finitos ¥ 1la



upided de tiempo %al gue T -
2] origen de coordunsdas, sl esntre de sasa ¥ Ia direccicn de los ejea tal que
E4 ea 81 plase dv mevisients el sigtems &7 ap rijo (aideral)
Las coordenadns seran:
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Uomo conmecueccia ds 1s elesoidn de unidsdes el movimiento sngular de los ousp
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poa finisos sar

Se wilge luege un nueve aistena ds ejes xy (sinédico) rotands an el plane S'{

sn la direseldn en que e mueven los cuerpos finitos oon velocidad angular unifor
we unidsl, La relacicn entre loa don siatemas 88
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Ecusoiones similaeres con indice | 7 2.
Caloulando las deriveins segundas de (2] ¥y sustituyendo en (1)
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24 se toms el origen de tiempo 4e Tal manera gque ¢l eje x pase s traves de lon
euerpon [initom, aerd durants el mvimjento 7 =0 ¥3 = 0.

2i mdeman a Tas uitines souacioncs s lss multiplica primero respeotivamenis por
gos T ¥y Bt F oo lae sumsa ¥ luage por -san t ¥y ocop t y e8 Buman repul tan
ins eoupsiones diferenciates de! smovimiento:
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El probiems s8 de pexto ordeny si F g8 muove en o migmo plans gue F‘I ¥ l'z

i
88 @ =« 0 ¥y ol problems ss reduss &' ocunrto orden,
Integral de Jucobi:
1.3 -4 . X
Definisndo U e {x® 4 5% 4 = =

Lan scupdiones {J:I pueden sscribiraer
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Multiplionnde 'as tres ecumsionss respectivamente por 2% , 2F » 28 ¥ A
doias 1a wonscidn qus resu'is pusde wer integrada y sa obtiene

H)z ; (ﬁf ’ (ﬁ)ﬁ . ¥ a2u-t (4)

Bata integral ea 'a da Jeoobl y 'a constante € reoibs #1 nombre de conatante de Ja-

aobd,

La integral &s una rolacion entre &) cuairade de l1a velooldad ¥ los coordensdas
del susrpo ?3 referidas a 5 siatens colanta,

84 sn buow' B Tes condiciomes inicinies se detérmina o1 valor de © 1a intsgral
parmits scongoer pars oualquier inatante 1a velooidad de PZ‘I en todoa los puntea
d81 sgpacio rotants, Inversamants pars unn determinads velooldad permite calcular

81 Tugnr 48 Jos puntos des sapaoic relativo dopds pusds ancoNTTarne 1‘3-



flom ¥ pueds esoribirae: 2

Su aa A Yoa Tatd oeTo!

51 en ia (4] su nace V = 0 dicha integral define las superfioles en las ous-
ion la velooddsd dal! pusrpe merd U Gon reopoctc m dlohas supsrficiss Ta welooidud
sara fenl on un lado: 7?} ¢ o imsginaria on ai otro: 72{ 0 pues al atrovesor
Ia suparficis V o O s funoicn cambis de signo, Es dsoir qus s poaible gus e
Susrpo o susva &0 un lado, » imposible wn o1 otreo,

La eousoion de las superfinies de welocidnd cero es:
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Como an (5) 2 & § figuran al cusdrado 'as superficies pon simétricas con res-
peoto a los plance (z¥v) v [(zs) v &l rﬁ-lz tambian con peapecto a1 (ya)
Las supsrficies sstan contenidam em un cilindry ouve oje s2 = 7 radlo "I.Im-‘

La interneccion de las superficies con lga plance coordenados nom da unn fden de
i forma 4 Tan misman. Haolende, per sjempio, B8 « O obtanasss 1as scunsicses

4& 'mn curvas do intarseccidn con %! planc (xy): (Plgurs (=II1)

12'121-%-ﬁ$-¢ {6)
HI] i | T=x3 1€ &

Para srasdes valores dé x s y @) tercere y cuarto término du {(6) mon peque

x i:a. c=£

Lus gurvas son aproxlmeiamente circularen,

Si s omsblo sn (6) son pequefics 1os dos primerce términos 1a eouacicn es de

is forma:

Para grandes waloras de £ laa curvas son cerradas alrededor de cada unc de

los ousrpus F ¥ ??. Pars valores de (O menores uns curva enoierra loo don

auerpol.

in ta flgurs 1=IIT © I:E,“.,,,i'.‘5 satin dadon eor orden dsoreciente ds G,

Si me haos J « O un (5) ae obtienen Tue ourvas de interseccidn de Tas supez

ficien gon.al plans (xa) 1 (Pig.2-I11)

;2 = I-'——Ftﬁ%ﬁ-ﬁ
=nfe?  \(x=x3)% 4z

Fars grandes valores de x y § podomos ssoricir:
5° o 0=

souacicn da pares de rodtas simdtrioss parmlelss =] ej)é @.



For ultime Ia lotergeccion con #) plade (y i) para x « O amerar (Fig.3=-I11)
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Boluciones particulares del problesa

Log puntos doablas do "mo superficies; ouands O decrece; perienscen todos ml
plane (xyl
Hay tres puntos dob'es achre #1 eje x que aparecen cuando ge icoan 1ss ourvas ,r"
gus rodsan los cuerpos finitosm ¢ dlchas curvas con Yan sxterioren gus rodean a am—
baa.
Low otros dou puntos, solocion egui’atera de" problema, corresponden a 1n desapari-
elén de 'an supsrficiss de! pPlans (xy).
Estos puntos dobles eatdn consciados con propiedades dinomicoas de] aistema.
81 1a sounciin de las curvas =st

F{:;}.IE-I = 2{1-p) * L Tial

¥
oy
B .
Come 'I: = E los puntos doblas os obtiensen imponiende 1m eomd ioisn
aF
a? 3% _ g
[=F 4 ay

Bemalta o1 aiguiente alstesa:

1 : (x=z1) {z=a2}
{ Eﬂ.:-{j_‘_ﬁ'}_zr_f&_j -
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| aF -4 -

Satas scusciones son lgpunles & Yos segundos mieshros de taa (1) ¥ oomo

E g%_ mon propordicnaien a Vo8 gomencs diresctores de "a normal & Tas Survam oo
loa puntos ordinsrics 3 mdesmas s as superficies de velooidad care -:f =« 0 E = G
results de (3) que 'as direcciones de fusrzs efectivs mon perpandiouimres p lan su=
parfioies de velooldnd reiativa O, Edto implios gue ad F] esta sobre una de ta=
tan miperfioles m: movimiento comienes ey dirsccliin de 1a normal y como en los pun-
tos dotles el peniido de 1a normnl ea asbiguo 8l cuarpe I'3 &n @ao8 punton deberd
permaneser en repoco &l nd actlimn actre &1, Puerzas cxteriores al sistema,

La segunda de las ecuscicnes (7) se matiaface para y « 0 luego Toa Sres puntos /
doblag partenecientes a1 uje =x dan Tas solusdomah on oud 1o cuerpon estin alines

dom; laa sounclones sonms



(x=x7) (x=x2)
¥ - E —,“’] 2 — _;u = 0
@ | B = e P

Bl primer miembro de 1a primera ecuacién (8) cambia de signo tres veces al variar

x+ (Figura 4,III),

a) Entre + y x2 : punto doble Iy
b) Entre xp ¥ xl : punto doble Ls
o) Entre X1 ¥ =co : punto doble Ly

5i € es la distancia del punto doble Iy a Poi

I—Ie-f
X=Xl = 1 4¢
x-l-/ﬂ(a-le

La primera ecuacion (8) resulta:

2
@+ G-pet s eo2ped - pe —2ue- 4. o
Tiene una sola raiz positiva cuyo valor depende de A . S5i 88 pequefio eata

raiz puede expresarse como serie de potencias de /¢1/3 obteniendose finalmente

f,(& Vs ’ _1_<_&)afi 2 (ﬁ)y3+
3 y (37 9 (3

Analogamente para Lp se hace x - X2 = =@ ¥ se obtiene como solucién

de Ta ecuacion: ‘Ié 93 . 34
(- 63 6

Finalmente para Ly : x = x3 = -2 4@ y 1la solucidn esta dada en potencias

de W
23 x 72 3
E.;%/LJ,_.;__/#- s

Para encontrar los puntos dobles g ¥ L5 que no estan situados en el eje x,
Gomo y 4 0, la segunda ecuacién de (7) se puede dividir por ¥t
.. - .&5 =0 |
TR
Multiplicanco esta ecuacion primero por (x - x3) ¥ luego por (x - x) y restan

do los resultados separsdamente de la primera de las (7) resultba:

Xy - ("I—ﬂf'}u&%l.)‘_ - O
o

Xf - }u"-—-—la-—(rl_ ) = 0
1"23



Fero como Xp =« 1 =M ¥ < - I =3 =1 estas ecuaciones se re-

ducen as
i
i —3 - U
T
=1 +A.- = 0
I‘Ej
Z = 4]
Las unicas soluciones rea'es de este ultimo sistema som: I, = 1 £y =1

o sea que Lj ¥y J.-5 forman triangulos equildteros con los cuerpos firites Py ¥
Pp cualquiera sea su masa relativa. Esto ocurre en loa lugares donde las superficie

desaparecen del plano (Iy}
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Figura 4-II1
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