Camtulo IV: Farturbaclonss

|. Variacidn de los elementos: Vimsa en e] Capituloe II gue en el caso ideal de gue
dos cuerpos estén alslados en &1 espacio uno de ellom describe una conica con Tes-
pecto al otro. Si existen otras fuerzas, ademas de 1a atraccion mutua, esas fuerzas
causaran perturbaciones al movimiento, Las fuerzas perturbadoras pueden ori ginarse,
por ejemplo. por la presencia de otros cuerpos, por la ancion de un medio resistan-
te o también por '& no eafericidad de loa dos cusrpos considerados. Estaa fuerzas
produciran wariscionse en los elementos orbitales, pues gi por ejemplo, un cuserpo
P se mmeve ern una conica a'rededor de otro cuerpo 5 ¥ en el instante %o 8u po-
gicion es Py ¥ su velocidad V,, idealmente deberia moverse en una sola sonica /
C, = pero ai en un instante ¢ actua sobre é| una fuerza perturbadora Fy adqui-
rird una velooidsd V, distinta a 'a que tendria en la oonlca Co comenzara &
moverse en una comica Cy hasta que por la accidn de una nueva fuerza Fp ocomien-
ce & moverse en otra ocdnica C, (Figwrs 1-IV), Si los intervalos t)~%y; ¥p=%1
tp~tn_, tienden a vero 'a fue 3a perturbsdora em ol 1imite hara camblar la conica
gontinuamente,

Llamaremés ¢rbita osou'adora a una comica lsugente a la orbita real en un clierto
instante. Es 1a conica que decribiria e ouerpe P si a partir de dicho instanie

dejaras 46 aotuar 1as parturbaciones.

Metodo geometrico aproximado: Se descompons |s fusrza perfurbadora en trea compu-

nentes reotangul arssi

La componente ortogonal W es parpendicular al planc de Ta 6rbita osoularern ¥ 568
corisidera positiva cuando es parale’a y de igual direceion que el ejs &,

La componente tangencial T en direcoién ds 1a tangente, positiva cuando actua en
1a direccion del movimianto.

La gomponente normal ¥ perpandiocu’ sy a 1a tangenie en el plano de 1a orbita, poal
tiva ousndo esta dirigida hacia 1a concavidad de la orbita.

Efectoy de las tres componentes:

a) La compenente oriogonal W no afscts el temsfio y la forma de la orbita, afects
solmmerte & log elementos JL e i @ indirectemente a w que se mide a partir /
del nodo.

5i (Figura 2-IV) Ly 1o corresponden al instante Y, ¥ en e) instante 4 ac-
tia P, los nusvod valores de la Tongitud del modo o inciinacion seran -f_ll i
31 en &) instante tp la posicicn del cuerpo es F, J actis F; los alementos /
consideradoa meran iy iz .

Un cambio Ar sn 1a 'ongitud de' modo produce un gambio en &1 argumento del peri-

gaor Aw = Ar cos i,



b) La comronente tangencial T si es positiva sumenta 1a velocidad V.
De 'a ecuscion de 's energia )
ey S (1)
T a '
deducimos jue si sumenta V 1o cambia T pero aumenta & semieje mayor.

Darivande Ta (1) con respecto al tiempo:

s 20V W

b A Bt
lusgo e efecto es maximoe en el perigeo donde V es mATimO .
D8 aguerdo con 1a relacién ry 4+ rp = 28 (Figura 3-IV) &1 r; no cambia debera
supentar ro si 8 aumenta, para 1o oual €] fooo F, se movera a la posicion /
F, ¥ls |inea de ios apsides Fy Fp rotara sn sentido directo Betn ocurre en la
primera mitad de 1a revolusidon, en la segunda mitad el efecio ea opuesto.
fyando &' cuerpo se encusntra en el parigec |a iinea de los apsides no gira pero

& distancia entre los focca ¥y aumenta en Ta misma cantidad ANa que 8l aje

payor 2 Aa.

‘omo @ a E Ff- después de la perturbacicn la nueva excentricidad sera
a
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Fn &1 apogeo 2a aumenta pero I_-;l""g decrece y por lo tanto decrece la excentri-
cldad e.
¢ ] La componente normal i go altera al eje mayor 28 , 8i E es poeitiva la
‘angente a Ia orbita es corrida hacia el interior y come Ty ¥ T2 forman /
angulos iguales con la tangsnte se deduce que 1a 1inea de los dpsides rota en sen

+ide directo o inverso de acuerdo a |a posicion del cuerpo em 1a orbita.

Ly excentricidad tambien resulta afectada por .

Nota: Hate métedo aproximado fue expuesto por Newton en su "Principios de Filo—

sofis Watural", Hemos seguido agui el Texto de Moulton (Capitulo IX) en el cual

ga encuentre e simmlents ocuadrot



Ffecto de lgs “res componentes de uns Tusrsa purturtiadora en el movimianie gifpt.
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Del estud.c Aa)l problems ia dos cuerpos se sahe que gonocidas an un inatante do
do iaa esnrdeiiadas :," vam componentes de la velocidad se pueden cbtener logs meis ev:
mentos orbltales. Ln el problema de dos cuerpos los elementos no varisn ocon el tier
po. 51 se considera el mevindento de un p'ansta alrededor del Sol el problema de
dos ousTpes da uns érbita eliptica que es una muy buena aproximacion del movimiento
real vya que 'as moe’sraciones producidas por los otros planetss son mucho mexores |
que !s cacsada por €1 Sol,

Uomo #n @) movimiento deben coneiderarae las {infivencias de $odos Tcd Suerpos per=

turbadoras, 'as coordsnadas y componanies de 'a ve'oclidad sz un inetante pueden uti
Tizarse para obtener un conjunto de seis sl amentos orbitales. Eses son ‘oo elementos
de 1s elipme que 81 cuerpo seguizia =i decde =se instantes particular 7as aceleracig
wes causalas vor todos Tos ousrpos perturbadores dejaran ds actuar, fn e movimien-—
to rea’ en cambio los elementos orbitales dslen varlar con el tiempo. En lugar de o
shtener 1as ccordenadas perturbadoras por 29! ueidn pumerics de 1ma ecuaciones dife-
rencisles, método que en Macanica Celeste ae | Main de Ferturbociones Sspecisles, se
pueden obtener priwerc log elementos orbtltales goms Lunclones del tiempo y de abi,

Las opordenadas por las Térmulsa del movimiento eliptico. Este ultimo méheoda de



Variacion de 1as constantes ss aplica & un gistema de ecuaciones diferenciales de

saxto orden.

81 las sonaniones de movimiesnto sont

Yoo ALY (1)
PE

e . a &
r3

en los primercs mismbros de satas ecusciones los segundos términos son, con 8l sig
no cambiado. 'as componentes ds la poeleracion relativa producids por la mas. del

primaric colocada en el origen de coordenadss, Los segundos miembros son lam scelg
raciones perturtadoras producidss por todad las otras fuerzas gue afeotan el movi-

miento.
Se pusde suponer que X Y I son Tas derivadas de una funcidm perturbadora Hi

x . 28 - z . 28
37 oz

31 los segundos miembros de (1) son iguales a cero 1a Bolucicdn del sistema es:

X = f](o‘ G2 srnrs 9 t) ¥ w g1f¢1 G2 sesss Og t)
Y = f?{ﬂ'} Co ssses ag t) ’5‘ = ga(ul ¢2 TR 96 t‘) {ﬂ}
T = f’.('ﬂ" 02 ‘NN N Gﬁ t} i = E}(ﬂ'l 52 EEEE GE tJ
Uomo en el movimiento eliptico los wliementos son constantes
k
R K-1,2 3

En ol metodo de varimoidn de 1as constantes arbiirariss &1 problema ea patisfacer
|ag ecuacionse (I), con segundo miembrg Adistintc de cero, por las soluciones (11)
20 cUyo 0850 ©f Op sess. ©f NO puedey ser constantes, sino funciones del tiempo.
24 1us scuaclones de partida son candnicas y el sistema de constantes es también /

sanonice 1a# ecusciones del movimiento no perturbadsc soni

axy 3
dt 3y

(a) R (R - TR |
dys oF
W oy

La solucion general de estas scuacionss canénicas, en funsion de 2n constantes /

arbitrarias sera:
11 - Ii{tp :1: Gz.-., 0‘211]
(v)

¥i = yilts 01, €2enss 0



Zn e! probiems de doa querposi 1 = 6 X =3 ¥ o= x
Xo = ¥ .?2:5'
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81 acldéa una perturbacion R las eouacionsa ee pdnvierten ent
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Aplicando el metodo de variamoién de las constantes tomsideramos a las 2n canti
dades © en les expresicnes (b) no wAs comc constantes sino oomo incognitas ¥
$ratamos de determinar eeas 2n funciones de modo que las (b) eatisfagan a laslc
In a1 case del movimlento eliptico las seis comstantes #on los seis elementoa orbit;
s a ® 4 A w T siendo w=L+w y T 1a épocs de pasaje por @1 peribe-
lie.

Puede dempstrarse que 'as ecuaciones gue deisrminan lss seis funciones € en fun-

cion del tliemps son:

ity oOR a; _ am
ar &, at ae,
s on aGp _af
at a0, i 9l
a%¢ _OR acy SR
at o0, at = 904

Por este metodo de variacion de Tas constantes Lagrange encusnira
lgs peis scuasicnes & partir ds Tas cualse se ha conatruido 'a teoria de) movimien-

to de los planetas con respecto al Scl.

e

Boussionss de 1a Tapria de nerturbasions= o scupciones de Lagrange de la Msecsnica

velsste:
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Desgrrolle de 'a funcion perturbadora

Er, 81 gaso A48 un cuerpe P gue se mueve alrededor de un cuerpo central y es

perturtadc por otre cuerpe F', Ta funcién perturbadora puede esoribirse en T1a

f orma: | g RN
e Om' [=—— = - - 1
& !"3‘ ) ( )
donds /\ es 1a @imtanciade P a P' y 1z’ la distancia de P' al /

suerps osentral.

51 se reemplazan 1as coordensdas rectangulares heliocentricas por 1as variatles
s, 8y Plsa), Bl=x), w v £ (en'ugar de ) siendo Ea ®-n -
syzuiendo el métedo de variacion de Tas congtantes, las relaciones que Tigan los
dpg ajdtamas BOT:I

Gl #m
Bl

- ® e u
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1 = all-¢ cos W) tz z 1o g 5

\-"-B*wiv

U—-acefillsnitd E-w

; J [cua 8 cos(yY = 8) - gen 8 gen( V- 0) cos 5']
¥ eT [stn @ coa() = @) + cos @ aen( V= 0} cna?]

2 = r sen(V-8) sen ¥

Reempiazando sn (1) estos valores 0 ae convierte sn una funcicn comocida del
tiempe + ¥ de lsa nuevas variables y puede demcsirarse que {a funcion perturba-

dpra ademite como desarroilo una seria de 'a format

R - C cosD (2)

on lacual D e dilnt+€) 44 (nk cgr) ¢« xwe xw + 304 3:9° (3)
sdondo i 4’ § i k k' mimeros enteros oualesquiera o Cero.

Loe coeficientes © son funciones de & a' @ &' ¥Y¥ que disminuyen bastante ra
pidamerite cuando aumentan los valores sbeolutos de 1¢2 numeros enteros 1333 kk.
En (2) deben figurar tambien términos analogos a los recien cousidersdos pero

en los cuslee n' E' . 86 Teemplacen por BUE" ... ate Bi actua olrd QUETPO

perturbador P" ¥ por n'' € g1 aptian perturbsglones de un Tercer cuerpo

E° y asi siguiendo,



Er el cazo de wu proliama de 'res cuerpos deben considerarse 'au perturbeoianes
de ¥ por P' y las de DP' debidas a F.

84 %08 wiemsntos variab'es ae desarrol lan en Ta forma

(a-%* 6‘[&5 ok éap*‘--'i.l'
B - E‘D 3 5-!_30 A sgﬁo 4 N R

(4)

e
i
I
|

]
I
]
1
'
H
I
I
L]
I
I
!
|
i

&' - EL* Elag. * 525,& F sssavana
L nﬁcll'l-a‘reb *’5,}&0‘}' FRERa b

los Oy @son funciones del tiempe ¥ y de as masas; con relasion A 148 masas |

los J, seran de orden 1, les 3, zue se refieren a) plansta P se anulan con

§ 7 contienem m  como factor. los gue #e refieren a ' tendrin como factor m.
5y a, sera 7a perturtasidn de primer orden de &

52 a5 sera la perturbacion de segundo orden de ag-

Ears obtener las distintss perturbacionss €e intpgran las ecusacionss de Lagrange

er lag cuales inlervienen |as derivedas de R con regpecto a |os elemantos.

Perturbaciones de primer orden: 91 se sustituyen las (4) en las ecuaciones de /

Lagrenze y se cousideran solsmente “as cantidades de priner orden se debera susti-

tuir ey lee segpundos misnbros a Tod Blepentés a; €, .., eto  por By - FE

¥ se Tendri
i) a9 a 2 = 3%
dt Ny By =
at No8s \|1-ag2 sen ¥, oY,
en |as oumles ity 'ch coa Uy
Dy = 1(ng b+€g) + A (ngt+E5) + kW + KWy + 3G + 3 %
Integrando: 3 5= f BRE a4
nn “u

e, at

1 “0% \i= § pen ‘fo f-s‘i:

L I R

aF
:|F o omo T I":"Zdi [:D san :Dn

a’Fﬂ a{-PD

- o o mm = e e



todan Ims scusciones contiensn 1as cuadraturas:

faan Dy dt = = Mﬂ'—
inn‘l'i1ﬂ6

‘fuﬂa ]]n it = MB—
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ge pptiene entoncas:
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(5) 1 nﬂaozil‘l-a? seny, in + i'ng
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lesigualdades seculares: 5i en el desarrollo (2) de "a funcién perturbadora I
=s consideran los términos independientes de 'as longitudes medias Lamt

b - it sera psra esos términos 1 - 0 1' =0 en DJ.-. y 1as integrales /
J-auu D, d% = t sen D J::ua g dt = 1 coa Dy

veemp] asndas an (5) daran:
3130 = 4]

(&) 9.8, = _—
L . noa‘E .d‘l'“o =en hrq. B‘Fo A

26 han introdusido en todos los elewentos @, P, &, w ¥ €, sxcepte en a, Ter
mihos proparcionslen wl Ttienrsp -0 888 torminos tle T4 forma f{t-, a eatos térninos

g0 ‘oz Tlmmn términos seculares o desigusldades saoulsrea . Eatos terminos Va-

¢ fan constantements an 81 misme sentido y son de gran importancis ouando se con
s1ieran dod eavafdos del sistema Bo'ar separados por un mimero grande de siglos
pues las desigualdades secularas modifican su aspecto de una mansra marcal:z,.

Ty canto “os términes periddicos se compensan o guedan acotados. La primers
roladér (6, nos ¢ice que wn primsra aproximacion los grandes ejes de las Hrbi-
tas no Yienen dasigus'dades ssoulares.

Al g

También puede dsnostrarse que a‘-ﬂn = 0 0 sea que 'ps movimientos medios tam-

bién son invariasbiss.




Desigualdades de lar eriodo:

81 ss cumpls gue 1 n_+ i'n; = 0 8in que sean nulos 1 e 1' se tendra @

o 0
0 .
—"'n. = -%- ea decir 1a razén de los movimientos medics del plansta pertur

=

(Lm’)

como 1 n

[ = e

loa valores de ng ¥ n; cue ge obtiensn mo son conmempurables para ninguna cen
binacion de los planstas tomados dos a dos. Pero lo que gi hay es un gran mi-
merc ie conmensurabilidades aproximadas ss decir valores para lo= cusles

in +in es 70
*n i x pegusn

Gomo es5ta expresidn figura en los denominadores de (5) da Tugar s desigualda-
27

des de lareo perfodo ea decir términos ouye pericde T, « U Ba
o © ¢ o
z 2
muy grands con respecte a T = 2 b T
o o -
n H
o o

Por ejemplo si ses toman el dia so’ar medio ocom unidad Tos movimientos medics

de Jipiter y Saturne sont

n, = 299" 1284 n; - 120" 4547

y se cumple que 5 ::t"' - 2n =4" 0147 y el término ocorrespondiente de la

furcidn perturbadora da Tugar a una desipgualdad de 900 afios de pericdo.

Desigpualdades de ocorto perioda: Son perturbacion2s cuyo pericdo 2 I
- 1 n +4i’'n’
0o o o o

g5 d=71 orden de magultud de Tn ¥ T; para 1o cugl in no #1i'n no debe ser

] "
e ©

muy pequefio, FEstos términos son de 'a forma A coas D

Péruiros mixtos: Bn el aro 1609 Poisson prueba gque no hay términos secularss
en las perturbadones de segundo orden de! aemieje mayor g , Pero que ai exis

ten términcs de 'a forma t'cos D 1lamados mixtos o de Polsscn.



Fig. 2 -1V




